
1 Îïðåäåëèòåëè (äåòåðìèíàíòû)
Äåòåðìèíàíò êâàäðàòíîé ìàòðèöû − ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóì-
ìà âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ëåæàùèõ
â ðàçëè÷íûõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ.
Äåòåðìèíàíò n-îãî ïîðÿäêà − ýòî ÷èñëî, êîòîðîå ñòàâèòñÿ

â ñîîòâåòñòâèå êâàäðàòíîé ìàòðèöå n × n è âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

det A =
∑

σ∈Sn

sgn(σ) · a1σ(1) · . . . · anσ(n)

ãäå sgn(σ) − ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè σ
Ïðèìåð : äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ a12 · a23 · a31 · a44 − ïåðåñòàíîâêà

σ = (2314) è sgn(σ) = +1, à äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ a14 · a22 · a33 · a41 −
ïåðåñòàíîâêà σ = (4231) è sgn(σ) = −1.
Îáîçíà÷èì ñòðîêè ìàòðèöû ~a1 . . . ~an è áóäåì ïèñàòü òàêæå

det A = det(~a1; . . . ; ~an)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû:

A =


a11 . . . a1n

... . . . ...
an1 . . . ann


îáîçíà÷àåòñÿ: ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

... . . . ...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ:

1. Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ

2. Ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê (ñòîëáöîâ) îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò
çíàê

3. Îïðåäåëèòåëü ñ íóëåâîé ñòðîêîé (ñòîëáöîì) ðàâåí 0

4. Åñëè ïðèáàâèòü ê îäíîé ñòðîêå (ñòîëáöó) äðóãóþ ñòðî-
êó (ñòîëáåö) óìíîæåííóþ íà ÷èñëî, òî îïðåäåëèòåëü íå
èçìåíèòñÿ



5. Åñëè ñòðîêó îïðåäåëèòåëÿ óìíîæèòü íà ÷èñëî, òî âåñü
îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿ íà ýòî ÷èñëî

6. Îïðåäåëèòåëü ñ ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñòðîêàìè (ñòîëáöà-
ìè) ðàâåí 0

7. det(~a1; . . . ; ~ai+~bi; . . . ; ~an) = det(~a1; . . . ; ~ai; . . . ; ~an)+det(~a1; . . . ; ~bi; . . . ; ~an)

8. Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè îïðåäåëèòåëü íå èçìåíÿåòñÿ.

det AT = det A

9. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
îïðåäåëèòåëåé

det A · det B = det(A ·B)

10. Îïðåäåëèòåëü îáðàòíîé ìàòðèöû îáðàòåí îïðåäåëèòåëþ
èñõîäíîé.

det A−1 = (det A)−1

Ïðåäóïðåæäåíèå: ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ ñ îïðåäåëèòåëÿìè, åñëè ñòðîêà, â êîòîðóþ ïèøåò-
ñÿ ðåçóëüòàò, óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî, òî âåñü îïðåäåëè-
òåëü íóæíî ðàçäåëèòü íà çòî ÷èñëî! Ïðè ïåðåñòàíîâêå
ñòðîê îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê!
Åñëè â ìàòðèöå âû÷åðêíóòü i-óþ ñòðîêó è j-ûé ñòîëáåö

è âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü îñòàâøåéñÿ ÷àñòè (ò.å. ìàòðèöû
ðàçìåðîì (n − 1) × (n − 1)), òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ
ãëàâíûì ìèíîðîì è îáîçíà÷àåòñÿ Mij.
×èñëî Aij = (−1)i+j · Mij − íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì äî-

ïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij.
Ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî i-îé ñòðîêå (ñòîëá-

öó):
det A = ai1 · Ai1 + . . . + ain · Ain

det A = a1i · A1i + . . . + ani · Ani

Äðóãèìè ñëîâàìè, îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäå-
íèé ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè (ñòîëáöà) íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå
äîïîëíåíèÿ.
Ïðàâèëî Êðàìåðà:



Ïðàâèëî Êðàìåðà ïðèìåíèìî ëèøü ê êâàäðàòíûì îïðåäå-
ëåííûì ñèñòåìàì.
Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

a11 · x1 + . . . + a1n · xn = b1

... . . . ...
an1 · x1 + . . . + ann · xn = bn

Îáîçíà÷èì ñòîëáöû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ÷åðåç ~a1 . . . ~an,
à ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé ÷åðåç ~b, òîãäà èìåþò ìåñòî ôîðìóëû
Êðàìåðà:

xi =
det(~a1; . . . ;~b; . . . ; ~an)

det(~a1; . . . ; ~ai; . . . ; ~an)

Äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèå i-îé íåèçâåñòíîé ðàâíî îò-
íîøåíèþ äâóõ îïðåäåëèòåëåé: â çíàìåíàòåëå îïðåäåëèòåëü
ñèñòåìû, à â ÷èñëèòåëå îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åííûé çàìåíîé
i-îãî ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû ñòîëáöîì èç ñâîáîäíûõ
÷ëåíîâ.


