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Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ k óðàâíåíèÿìè, n
íåèçâåñòíûìè, ìàòðèöåé êîýôôèöåíòîâ A = (aij) è âåêòîðîì
ïðàâûõ ÷àñòåé b = (b1 . . . bk) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà:

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
... ... . . . ... ...

ak1x1 + ak2x2 + . . . + aknxn = bk

(1)
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Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ k óðàâíåíèÿìè, n
íåèçâåñòíûìè, ìàòðèöåé êîýôôèöåíòîâ A = (aij) è âåêòîðîì
ïðàâûõ ÷àñòåé b = (b1 . . . bk) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà:

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
... ... . . . ... ...

ak1x1 + ak2x2 + . . . + aknxn = bk

(1)

Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë x′ = (x′1; . . . ;x
′
n) íàçûâàåòñÿ

ðåøåíèåì ñèñòåìû (1), åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ ÷èñåë â
ñèñòåìó âñå óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà.
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Ìàòðèöà ñèñòåìû

Ìàòðèöà:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
... ... . . . ...

ak1 ak2 . . . akn


íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñèñòåìû. À ìàòðèöà:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
... ... . . . ...

ak1 ak2 . . . akn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1

b2
...
bk


ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû.
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Òèïû ñèñòåì

• Íåñîâìåñòíûå ñèñòåìû − ñèñòåìû íå èìåþùèå ðåøåíèé
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Òèïû ñèñòåì

• Íåñîâìåñòíûå ñèñòåìû − ñèñòåìû íå èìåþùèå ðåøåíèé

• Ñîâìåñòíûå ñèñòåìû − ñèñòåìû èìåþùèå ðåøåíèÿ
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Òèïû ñèñòåì

• Íåñîâìåñòíûå ñèñòåìû − ñèñòåìû íå èìåþùèå ðåøåíèé

• Ñîâìåñòíûå ñèñòåìû − ñèñòåìû èìåþùèå ðåøåíèÿ

? Îïðåäåëåííûå ñèñòåìû − ðåøåíèå åäèíñòâåííî
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Òèïû ñèñòåì

• Íåñîâìåñòíûå ñèñòåìû − ñèñòåìû íå èìåþùèå ðåøåíèé

• Ñîâìåñòíûå ñèñòåìû − ñèñòåìû èìåþùèå ðåøåíèÿ

? Îïðåäåëåííûå ñèñòåìû − ðåøåíèå åäèíñòâåííî
? Íåîïðåäåëåííûå ñèñòåìû − ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî
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Ìåòîä Ãàóññà
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Ìåòîä Ãàóññà
Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ:
• Íàéòè ïåðâîå íåèçâåñòíîå â ïåðâîì óðàâíåíèè

? Åñëè íàøëè (êîýôôèöèåíò ïðè íåèçâåñòíîì 6= 0): èñêëþ÷èòü íåèç-
âåñòíîå èç îñòàëüíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ``øêîëüíûé'' ìåòîä ñëîæå-
íèÿ è ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó íåèçâåñòíîìó â ñëåäóþùåì óðàâíåíèè
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Ìåòîä Ãàóññà
Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ:
• Íàéòè ïåðâîå íåèçâåñòíîå â ïåðâîì óðàâíåíèè

? Åñëè íàøëè (êîýôôèöèåíò ïðè íåèçâåñòíîì 6= 0): èñêëþ÷èòü íåèç-
âåñòíîå èç îñòàëüíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ``øêîëüíûé'' ìåòîä ñëîæå-
íèÿ è ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó íåèçâåñòíîìó â ñëåäóþùåì óðàâíåíèè

? Åñëè íå íàøëè (êîýôôèöèåíò = 0): ïîèñêàòü íåèçâåñòíîå â ïîñëå-
äóþùèõ óðàâíåíèÿõ
∗ Åñëè íàøëè â ïîñëåäóþùåì: ïîìåíÿòü ìåñòàìè ýòî óðàâíåíèå ñ
ïåðâûì è ïåðåéòè ê èñêëþ÷åíèþ íåèçâåñòíîãî (ñì. ïðåä. ïóíêò)

∗ Åñëè íå íàøëè â ïîñëåäóþùèõ: ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó íåèç-
âåñòíîìó â òîì æå óðàâíåíèè

• Ïîâòîðÿòü ïðîöåññ ïîêà íå ïåðåáåðåì âñå íåèçâåñòíûå
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Ñòóïåí÷àòûé âèä

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ñèñòåìû íå èçìåíÿåòñÿ
Âèä ñèñòåìû, ïîëó÷åííûé ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê íåé ìåòîäà
Ãàóññà, íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòûì âèäîì
Â ñòóïåí÷àòîì âèäå i−îå óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò ïî êðàéíåé
ìåðå ïåðâûå i− 1 íåèçâåñòíûå. Ïåðâîå íåèçâåñòíîå, âõîäÿùåå
â ýòî óðàâíåíèå, íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì
Íåèçâåñòíûå, íå ÿâëÿþùèåñÿ ãëàâíûìè, íàçûâàþòñÿ
ñâîáîäíûìè
×èñëî ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì, à ÷èñëî
ñâîáîäíûõ − äåôåêòîì ñèñòåìû

Ñóììà äåôåêòà è ðàíãà ñèñòåìû ðàâíà ÷èñëó íåèçâåñòíûõ
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Îïðåäåëåíèå òèïà ñèñòåìû
Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè
ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ãàóññà â íåêîòîðîì óðàâíåíèè ïîëó÷àåòñÿ
íóëåâàÿ ëåâàÿ ÷àñòü è íåíóëåâàÿ ïðàâàÿ.
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Îïðåäåëåíèå òèïà ñèñòåìû
Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè
ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ãàóññà â íåêîòîðîì óðàâíåíèè ïîëó÷àåòñÿ
íóëåâàÿ ëåâàÿ ÷àñòü è íåíóëåâàÿ ïðàâàÿ.

Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå íåèçâåñòíûå − ãëàâíûå (íåò ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ,
äåôåêò ðàâåí 0, ðàíã ðàâåí ÷èñëó íåèçâåñòíûõ)
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Îïðåäåëåíèå òèïà ñèñòåìû
Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè
ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ãàóññà â íåêîòîðîì óðàâíåíèè ïîëó÷àåòñÿ
íóëåâàÿ ëåâàÿ ÷àñòü è íåíóëåâàÿ ïðàâàÿ.

Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå íåèçâåñòíûå − ãëàâíûå (íåò ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ,
äåôåêò ðàâåí 0, ðàíã ðàâåí ÷èñëó íåèçâåñòíûõ)

Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé òîëüêî òîãäà,
êîãäà åñòü ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå (íå âñå íåèçâåñòíûå ãëàâíûå,
äåôåêò íå ðàâåí 0, ðàíã ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ)
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Îïðåäåëåíèå òèïà ñèñòåìû
Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè
ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ãàóññà â íåêîòîðîì óðàâíåíèè ïîëó÷àåòñÿ
íóëåâàÿ ëåâàÿ ÷àñòü è íåíóëåâàÿ ïðàâàÿ.

Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå íåèçâåñòíûå − ãëàâíûå (íåò ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ,
äåôåêò ðàâåí 0, ðàíã ðàâåí ÷èñëó íåèçâåñòíûõ)

Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé òîëüêî òîãäà,
êîãäà åñòü ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå (íå âñå íåèçâåñòíûå ãëàâíûå,
äåôåêò íå ðàâåí 0, ðàíã ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ)

Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû − ýòî çíà÷èò âûðàçèòü ãëàâíûå
íåèçâåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå. Âûðàæàåì, èñïîëüçóÿ ñòóïåí÷àòûé
âèä, è íà÷èíàåì ñ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ.
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Ïðèìåð

Èññëåäîâàòü ñèñòåìó:
x3 + 2x4 = 8

2x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 5
3x1 + 3x2 − x3 + 4x4 = 2

(2)

Íà÷èíàåì ñ íåèçâåñòíîãî x1. Â ïåðâîì óðàâíåíèè îíî
îòñóòñòâóåò, çàòî åñòü âî âòîðîì. Ïîìåíÿåì ìåñòàìè ïåðâûå
äâà óðàâíåíèÿ (ñì. àëãîðèòì):

2x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 5
x3 + 2x4 = 8

3x1 + 3x2 − x3 + 4x4 = 2
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Ïðèìåð

Èñêëþ÷èì íåèçâåñòíîå x1 èç 3-ãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî
óìíîæèì 3-å óðàâíåíèå íà 2 è âû÷òåì èç íåãî 2-å, óìíîæåííîå
íà 3: 

2x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 5
x3 + 2x4 = 8

−11x3 + 11x4 = −11

Òåïåðü, ñîãëàñíî àëãîðèòìó ìû äîëæíû ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó
íåèçâåñòíîìó (x2) â ñëåäóþùåì óðàâíåíèè (âî 2-ì). Íî x2

îòñóòñòâóåò êàê âî âòîðîì, òàê è â ïîñëåäóþùèõ (â 3-åì)
óðàâíåíèÿõ. Çíà÷èò, ìû ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó
íåèçâåñòíîìó (x3) â òîì æå óðàâíåíèè ( âî 2-ì). Èñêëþ÷èì x3

èç ïîñëåäóþùèõ óðàâíåíèé (ò.å. èç 3-ãî). Äëÿ ýòîãî ïðèáàâèì ê
òðåòüåìó óðàâíåíèþ 2-å, óìíîæåííîå íà 11.
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Ïðèìåð
2x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 5

x3 + 2x4 = 8
33x4 = 77

Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó íåèçâåñòíîìó (x4) â ñëåäóþùåì (3-åì)
óðàâíåíèè. Âûïîëíåíèå àëãîðèòìà çàâåðøåíî, ò. ê. íåò
óðàâíåíèé, èç êîòîðûõ ìîæíî èñêëþ÷èòü x4. Íåèçâåñòíûå
x1, x3, x4 − ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè, íåèçâåñòíîå x2 − ñâîáîäíûì.
Ðàíã ñèñòåìû ðàâåí 3, äåôåêò ðàâåí 1. Ñèñòåìà ñîâìåñòíàÿ,
íåîïðåäåëåííàÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ, íà÷èíàåì âûðàæàòü
íåèçâåñòíûå, äâèãàÿñü îò ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ê ïåðâîìó:

x4 = 7/3; x3 = 8− 2x4 = 8− 14/3 = 10/3

2x1 = 5− 2x2 − 3x3 + x4 = −2x2 − 8/3; x1 = −x2 − 4/3
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Ïðèìåð

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû:

x = (−x2 − 4/3; x2; 10/3; 7/3)

Ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáûõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ â
îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðîå ÷àñòíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû. È íàîáîðîò, äëÿ ëþáîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû íàéäóòñÿ çíà÷åíèÿ ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ, ïðè
êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Íàïðèìåð, ïðè x2 = 0 ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå
x′ = (−4/3; 0; 10/3; 7/3)
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Ïðèìåð

Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü âû÷èñëåíèé (ðèìñêèå öèôðû − íîìåðà ñòðîê): 0 0 1 2
2 2 3 −1
3 3 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣
8
5
2

 I↔II

−→

 2 2 3 −1
0 0 1 2
3 3 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣
5
8
2

 2·III−3·I→III

−→ 2 2 3 −1
0 0 1 2
0 0 −11 11

∣∣∣∣∣∣∣
5
8

−11

 11·II+III→III

−→

 2 2 3 −1
0 0 1 2
0 0 0 33

∣∣∣∣∣∣∣
5
8

77


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