
1 Îáùàÿ òåîðèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé

1.1 Îñíîâíûå ôàêòû
Ïóñòü

A · x = b

− ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåííàÿ â ìàòðè÷íîé
ôîðìå.
Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè b = 0 è íåîäíîðîä-

íîé, åñëè b 6= 0
Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû − ïîäïðîñòðàí-

ñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà äåôåêòó ñèñòåìû.
Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ b, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò õîòÿ

áû îäíî ðåøåíèå − ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî
ðàâíà ðàíãó ñèñòåìû.
Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû íàçûâà-

åòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé.
Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò

èç ñåáÿ ñìåæíûé êëàññ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó ðåøåíèé ñîîò-
âåòñòâóþùåé (ò.å. èìåþùåé òó æå ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ)
îäíîðîäíîé ñèñòåìû.
Ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü îäíîçíà÷-

íî ïðåäñòàâëåíî êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé èç ôóí-
äàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé.
Åñëè ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå íåîä-

íîðîäíîé ñèñòåìû (òàê íàçûâ. ÷àñòíîå ðåøåíèå), òî ëþáîå
ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðåä-
ñòàâëåíî êàê ñóììà ýòîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ è íåêîòîðîé ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè ðåøåíèé èç ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû
ðåøåíèé.
Ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû åñòü

ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû.
Åñëè ê ëþáîìó ðåøåíèþ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïðèáàâèòü

ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû, ïîëó÷èòñÿ ðåøåíèå òîé
æå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû.



1.2 Ñïîñîá íàõîæäåíèÿôóíäàìåíòàëüíîé ñè-
ñòåìû ðåøåíèé

×òîáû íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äàííîé îä-
íîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íóæíî:

1. Ïðèâåñòè ìàòðèöó ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ìåòîäîì
Ãàóññà

2. Âûäåëèòü ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå − ÷èñëî ðåøåíèé â
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå ðåøåíèé ðàâíî ÷èñëó ñâîáîä-
íûõ íåèçâåñòíûõ

3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (ò.å. âûðàçèòü ãëàâíûå
íåèçâåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå)

4. Ïóñòü, íàïðèìåð, íåèçâåñòíûå x2, x5, x6 ÿâëÿþòñÿ ñâîáîä-
íûìè, òîãäà íóæíî íàéòè òðè ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðèðàâíèâàÿ îäíó ñâîáîäíóþ íåèçâåñòíóþ ê
åäèíèöå, à äðóãèå ê íóëþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïåðâà ïî-
ëîæèòü

x2 = 1, x5 = 0, x6 = 0

è íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ýòèìè çíà÷åíèÿìè,
ïîòîì ïîëîæèòü

x2 = 0, x5 = 1, x6 = 0

è íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ýòèìè çíà÷åíèÿìè,
ïîòîì ïîëîæèòü

x2 = 0, x5 = 0, x6 = 1

è íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ýòèìè çíà÷åíèÿìè.

2 Ïðèìåðû

2.1 Íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøå-
íèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû{

x1 + 2x2 − x3 − 3x4 = 0
2x1 + 4x2 + 2x3 + x4 = 0



Ñòóïåí÷àòûé âèä ìàòðèöû ñèñòåìû:(
1 2 −1 −3
0 0 4 7

)

Ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå: x2, x4

Îáùåå ðåøåíèå:
4x3 + 7x4 = 0 ⇒ x3 = −7

4
x4

x1 + 2x2 − x3 − 3x4 = 0 ⇒ x1 = 3x4 + x3 − 2x2 ⇒ x1 = 5
4
x4 − 2x2

Ïîëîæèì x2 = 1, x4 = 0, òîãäà x3 = −7
4
·0 = 0 è x1 = 5

4
·0−2·1 = −2

Ïîëó÷àåì ïåðâîå ðåøåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû: (−2, 1, 0, 0)
Ïîëîæèì x2 = 0, x4 = 1, òîãäà x3 = −7

4
·1 = −7

4
è x1 = 5

4
·1−2·0 = 5

4

Ïîëó÷àåì âòîðîå ðåøåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû: (5
4
, 0, −7

4
, 1)

Ïîñêîëüêó, çàìåíèâ áàçèñíûé âåêòîð êîëëèíåàðíûì, ìû
ñíîâà ïîëó÷èì áàçèñ òîãî æå ïîäïðîñòðàíñòâà, âìåñòî ïî-
ñëåäíåãî âåêòîðà ìû ìîæåì âçÿòü 4 · (5

4
, 0, −7

4
, 1) = (5, 0, −7, 4)

Èòàê, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé: {(−2, 1, 0, 0), (5, 0, −7, 4)}


