
1 Ãðóïïû

1.1 Îáùèå ïîíÿòèÿ è ïðèìåðû
Ãðóïïà − ýòî ìíîæåñòâî ñ îäíîé àññîöèàòèâíîé îáðàòèìîé
áèíàðíîé îïåðàöèåé.
Åñëè îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà, òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ àáåëå-

âîé.

• Áåñêîíå÷íûå ãðóïïû:

� Áåñêîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû

∗ (Z, +); (Q, +); (R, +); (C, +)

∗ (Q∗ = Q\{0}, ·); (R∗, ·); (C∗, ·)
� Áåñêîíå÷íûå íåàáåëåâû ãðóïïû

∗ (GL(n) = {A : det A 6= 0}, ·)
∗ (SL(n) = {A : det A = ±1}, ·)
∗ (SL+(n) = {A : det A = 1}, ·)
∗ (O(n) = {A : A · AT = E}, ·); O(n) ⊂ SL(n) (ïî÷åìó?)
∗ (SO(n) = {A : A ∈ O(n), det A = 1}, ·)

• Êîíå÷íûå ãðóïïû:

� Êîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû

∗ (Z/nZ = Zn, +)

∗ ((Z/pZ)∗ = Z∗
p , ·); p − ïðîñòîå ÷èñëî (äîêàçàòü!)

� Êîíå÷íûå íåàáåëåâû ãðóïïû

∗ (Sn, ·) − ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ

×èñëî |G| ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîðÿä-
êîì ãðóïïû.
Ìèíèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî n, òàêîå ÷òî an = e −

íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ýëåìåíòà a ∈ G
|Sn| = n!
Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n ìîæåò áûòü âëîæåíà â

ãðóïïó Sn



Äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû:

1. Òàáëèöà óìíîæåíèÿ (ñëîæåíèÿ)

2. Îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ

Ïóñòü G − ãðóïïà è S ⊂ G. Òîãäà ìíîæåñòâî:

< S > = {s1 · . . . · sk : si ∈ S èëè s−1
i ∈ S}

ÿâëÿåòñÿ (ïî÷åìó?) ïîäãðóïïîé è íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, ïî-
ðîæäåííîé S, à S íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì äëÿ
< S >

2 Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû
Åñëè âñå ýëåìåíòû ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè îäíîãî ýëå-
ìåíòà, òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, à ñîîòâåòñòâóþùèé
ýëåìåíò − îáðàçóþùåé. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà − àáåëåâà. Âñå
öèêëè÷åñêèå ãðóïïû îäíîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû. Êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ îáðàçóþùèõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà n ðàâ-
íî ϕ(n), ãäå ϕ − ôóíêöèÿ Ýéëåðà (ϕ(n) − êîëè÷åñòâî ÷èñåë
ìåíüøèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n).

3 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãðóïï
Ïóñòü p − ïðîñòîå ÷èñëî, äåëÿùåå ïîðÿäîê ãðóïïû

1. Ëþáàÿ ãðóïïà G ïîðÿäêà n ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê
ïîäãðóïïà â Sn (òåîðåìà Êýëè)

2. Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû (òåîðåìà Ëà-
ãðàíæà)

3. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû (2 ⇒ 3)

4. Â ãðóïïå ñóùåñòâóåò ýëåìåíò (ïîäãðóïïà) ïîðÿäêà p

5. Åñëè |G| = pn · m è (pn, m) = 1, òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà
ïîðÿäêà pn (ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà)

6. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà)
ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà − öèêëè÷åñêàÿ


