
Ñòðóêòóðà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
• Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

• Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

• Ïðèìåð âû÷èñëåíèé

• Ñîáñòâåííûå è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà

• Æîðäàíîâà êëåòêà

• Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà

• Êàíîíè÷åñêèé áàçèñ

• Ïðèìåð
Â ýòîé òåìå îñíîâíîå ïîëå − ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
f : L → L − ëèíåéíûé îïåðàòîð íà L è dim L = n



Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
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Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
Ñîáñòâåííûì âåêòîðîì (äàëåå ÑÂ) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
f : L → L , ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (äàëåå ÑÇ)
λ íàçûâàåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ L , óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ f(v) = λv
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Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
Ñîáñòâåííûì âåêòîðîì (äàëåå ÑÂ) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
f : L → L , ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (äàëåå ÑÇ)
λ íàçûâàåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ L , óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ f(v) = λv

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÑÂ íóæíî ðåøèòü îäíîðîäíóþ ÑËÓ
(A− λ · E)x = 0 (A − ìàòðèöà îïåðàòîðà, E − åäèíè÷íàÿ)

Ïðèìåðû:

1. Îïåðàòîð ãîìîòåòèè f(x) = αx, èìååò åäèíñòâåííîå ÑÇ α è
ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì

2. f : R2 → R2; f : (x, y) 7→ (y, x) èìååò ðîâíî äâà ÑÇ ±1. ÑÂ,
ñîîòâåòñòâóþùèå λ = 1, èìåþò âèä (x, x), à äëÿ λ = −1, âèä
(x,−x).
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (äàëåå ÕÌ) îïåðàòîðà f

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí Pf(t) = det(A− t · E), ãäå A − ìàòðèöà
îïåðàòîðà â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå, E − åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (äàëåå ÕÌ) îïåðàòîðà f

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí Pf(t) = det(A− t · E), ãäå A − ìàòðèöà
îïåðàòîðà â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå, E − åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

ÕÌ íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (äàëåå ÕÌ) îïåðàòîðà f

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí Pf(t) = det(A− t · E), ãäå A − ìàòðèöà
îïåðàòîðà â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå, E − åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

ÕÌ íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

×èñëî λ ÿâëÿåòñÿ ÑÇ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Pf(λ) = 0, ò.å.
λ − êîðåíü ÕÌ. Êðàòíîñòü êîðíÿ íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ ÑÇ.

Ñóììà êðàòíîñòåé ðàçëè÷íûõ ÑÇ ðàâíà dim L = deg Pf(t).
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (äàëåå ÕÌ) îïåðàòîðà f

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí Pf(t) = det(A− t · E), ãäå A − ìàòðèöà
îïåðàòîðà â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå, E − åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

ÕÌ íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

×èñëî λ ÿâëÿåòñÿ ÑÇ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Pf(λ) = 0, ò.å.
λ − êîðåíü ÕÌ. Êðàòíîñòü êîðíÿ íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ ÑÇ.

Ñóììà êðàòíîñòåé ðàçëè÷íûõ ÑÇ ðàâíà dim L = deg Pf(t).

Â ïðèìåðå 2:

A =
(

0 1
1 0

)
; A−t·E =

(
−t 1
1 −t

)
; Pf(t) = det(A−tE) = t2−1
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Âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðèìåðà 2
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Âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðèìåðà 2

Òàê êàê Pf(t) = det(A− tE) = t2 − 1, òî λ = ±1. Äëÿ λ = 1:

A− λE =
(

0 1
1 0

)
−

(
1 0
0 1

)
=

(
−1 1

1 −1

)
Ñèñòåìà (ñì. çäåñü) â ìàòðè÷íîì âèäå:(

−1 1
1 −1

)
·
(

x

y

)
=

(
0
0

)
⇒ −x + y = 0 ⇒ y = x

ò.å. ÑÂ äëÿ λ = 1 èìåþò âèä (x, x). Äëÿ λ = −1:(
1 1
1 1

)
·
(

x

y

)
=

(
0
0

)
⇒ x + y = 0 ⇒ y = −x

ò.å. ÑÂ äëÿ λ = −1 èìåþò âèä (x, −x).
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Ñîáñòâåííûå è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà
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Ñîáñòâåííûå è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïîäïðîñòðàíñòâî L0 ⊂ L íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà f , åñëè f(L0) ⊂ L0 , ò.å.
∀x ∈ L0 : f(x) ∈ L0
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Ñîáñòâåííûå è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïîäïðîñòðàíñòâî L0 ⊂ L íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà f , åñëè f(L0) ⊂ L0 , ò.å.
∀x ∈ L0 : f(x) ∈ L0

Ïîäïðîñòðàíñòâî L(λ) íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ , åñëè
∀x ∈ L(λ) ∃k : (f − λ · I)k(x) = 0 , ãäå (f − λ · I)(x) = f(x)− λ · x
ò.å. I − òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.
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Ñîáñòâåííûå è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïîäïðîñòðàíñòâî L0 ⊂ L íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà f , åñëè f(L0) ⊂ L0 , ò.å.
∀x ∈ L0 : f(x) ∈ L0

Ïîäïðîñòðàíñòâî L(λ) íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ , åñëè
∀x ∈ L(λ) ∃k : (f − λ · I)k(x) = 0 , ãäå (f − λ · I)(x) = f(x)− λ · x
ò.å. I − òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì, íî íå
íàîáîðîò. Ðàçìåðíîñòü L(λ) ðàâíà êðàòíîñòè λ.

Â ïðèìåðå 2: L(1) − ýòî ïðÿìàÿ y = x; L(−1) − ýòî ïðÿìàÿ
y = −x
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Æîðäàíîâà êëåòêà
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Æîðäàíîâà êëåòêà

Æîðäàíîâîé êëåòêîé ïîðÿäêà r ñî çíà÷åíèåì λ íàçûâàåòñÿ
r × r-ìàòðèöà (íà ãëàâíîé äèàãîíàëè λ, íà ïîáî÷íîé 1):

Jr(λ) =


λ 0 . . . 0
1 λ . . . 0
... . . . . . . ...
0 . . . 1 λ


Çàìåòèì, ÷òî (Jr(0))r = 0 è (Jr(0))k 6= 0 ïðè k < r

Çàäà÷à: Âû÷èñëèòü (Jr(λ))k äëÿ âñåõ k
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Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà

Ïóñòü f èìååò ðàçëè÷íûå ÑÇ λ1, . . . , λs êðàòíîñòè r1, . . . , rs.
Íàéäåòñÿ òàêîé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä:

J =



Jr11(λ1)
. . .

Jr1k1
(λ1)

r1

. . .
Jrs1(λs)

. . .
Jrsks

(λs)

rs


ãäå íà äèàãîíàëè æîðäàíîâû êëåòêè, îñòàëüíûå ýëåìåíòû
ðàâíû 0 è

∑ki
j=1 rij = ri
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Ïðèìåð
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