
1 Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

1.1 Îïðåäåëåíèå
Îòîáðàæåíèå f : L → M ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî M íàä
ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè f(αa + βb) = αf(a) + βf(b), äëÿ ëþáûõ a, b ∈ L è
ëþáûõ α, β ∈ F .
Èíà÷å, îòîáðàæåíèå f : L → M ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì,

åñëè f(a + b) = f(a) + f(b) è f(αa) = αf(a), äëÿ ëþáûõ a, b ∈ L è ëþáûõ α ∈ F .
Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ − ýòî òàêîå îòîáðà-

æåíèå ìíîæåñòâà L â M, êîòîðîå ñîõðàíÿåò îïåðàöèè.
Äðóãèìè ñëîâàìè ïðè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿõ îáðàç ñóììû ðàâåí ñóììå îáðàçîâ

è îáðàç ïðîèçâåäåíèÿ íà ÷èñëî ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îáðàçà íà ÷èñëî.
Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç L â L íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà L èëè

ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.
Ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ f(e1), . . . , f(en) â áàçèñå

e1, . . . , en íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f â íåêîòîðîì áàçèñå
e1, . . . , en.
Ò.å. ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â áàçèñå e1, . . . , en èìååò âèä:

A =

 f(e1) . . . f(en)
... . . .

...


Åñëè ñëåâà óìíîæèòü ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ñòîëáåö êîîðäèíàò

âåêòîðà x, òî ïîëó÷èòñÿ ñòîëáåö êîîðäèíàò îáðàçà f(x).

1.2 Ìàòðèöû è ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ

Ïóñòü äàíà ìàòðèöà ðàçìåðà n× k:

A =


a11 . . . a1k

... . . . ...
an1 . . . ank


Òîãäà ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû A ìîæíî îïðåäåëèòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå àðèôìåòè-

÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ fA : Rk → Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fA(x) = A · x ( äîêàçàòü ëèíåéíîñòü fA ! ),

ãäå ñïðàâà íàïèñàíî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A íà âåêòîð ñòîëáåö x ∈ Rk. Ðåçóëüòàòîì
ïðîèçâåäåèÿ n×k-ìàòðèöû A íà k×1-ìàòðèöó x ÿâëÿåòñÿ n×1-ìàòðèöà fA(x), ò.å. îáðàç
fA(x) âåêòîðà x ïðè îòîáðàæåíèè fA ïðèíàäëåæèò Rn.
Ëþáîå îòîáðàæåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ èìååò âèä fA äëÿ íåêî-

òîðîé ìàòðèöû A (äîêàçàòü!).

1.3 ßäðî è îáðàç
ßäðîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f : L → M íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç
L, ïåðåõîäÿùèõ â 0. Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü:

ker f = {x ∈ L | f(x) = 0} ⊂ L

Îáðàçîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f : L → M íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
èç M, èìåþùèõ õîòÿ áû îäèí ïðîîáðàç. Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü:

im f = {y ∈ M | ∃x : f(x) = y} ⊂ M

ßäðî è îáðàç ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè â L è M ñîîòâåòñâåííî.



Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ÿäðî îòîáðàæåíèÿ fA − ýòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû A · x = 0, à îáðàç îòîáðàæåíèÿ fA − ýòî ìíîæåñòâî òàêèõ b, äëÿ êîòîðûõ
óðàâíåíèå A · x = b èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.
Òåîðåìà î ÿäðå è îáðàçå: äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f : L → M èìååò

ìåñòî ôîðìóëà:
dim ker f + dim im f = dim L ,

ò.å. ñóììà ðàçìåðíîñòåé ÿäðà è îáðàçà ðàâíà ðàçìåðíîñòè L.
Ñîîòâåòñòâèå ïîíÿòèé òåîðèè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé è òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé:
Ñèñòåìû ëèí. óðàâíåíèé Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Ìàòðèöà ñèñòåìû Ìàòðèöà ëèí. îòîáðàæåíèÿ
ôóíä. ñèñòåìà ðåø. áàçèñ ÿäðà
áàçèñíûå ñòîëáöû áàçèñ îáðàçà

ðàíã ñèñòåìû ðàçìåðíîñòü îáðàçà
äåôåêò ñèñòåìû ðàçìåðíîñòü ÿäðà
÷èñëî íåèçâ. dim L

äåôåêò + ðàíã = ÷èñëî íåèçâ. òåîð. î ÿäðå è îáðàçå

2 Ïðèìåðû
Óìíîæåíèå íà ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ (ïî÷åìó?).
Ïðèáàâëåíèå êî âñåì âåêòîðàì ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

îòîáðàæåíèåì (ïî÷åìó?).
Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ − ýòî â òî÷íîñòè óìíî-

æåíèÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî (äîêàçàòü!).
Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ èç k-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â n-ìåðíîå − ýòî â òî÷íîñòè

óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó ðàçìåðà n× k (äîêàçàòü!).

2.1 Ïðèìåð ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ èç R4 â R3

Ïóñòü äàíà ìàòðèöà 3× 4 :

A =

 1 2 3 4
0 5 6 7
0 0 0 0


òàê êàê äëÿ x = (x1, x2, x3, x4) èìååì :

 1 2 3 4
0 5 6 7
0 0 0 0

 ·


x1

x2

x3

x4

 =

 x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4

5x2 + 6x3 + 7x4

0


òî:

fA


x1

x2

x3

x4

 =

 x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4

5x2 + 6x3 + 7x4

0


â ÷àñòíîñòè, äëÿ x = (1, 1, 1, 1) èìååì:

fA(x) =

 1 + 2 · 1 + 3 · 1 + 4 · 1
5 · 1 + 6 · 1 + 7 · 1

0

 =

 10
18
0


ò.å. îáðàçîì âåêòîðà x = (1, 1, 1, 1) ∈ R4 ïðè îòîáðàæåíèè fA áóäåò âåêòîð y =
(10, 18, 0) ∈ R3


