
1 Öåëûå ÷èñëà
Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë îáîçíà÷èì Z.

Z = {0;±1;±2; . . . ;±n; . . .}
Ãîâîðÿ ``÷èñëî'', ìû ïîäðàçóìåâàåì öåëîå ÷èñëî.
Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî a ∈ Z äåëèò ÷èñëî b ∈ Z, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî k ∈ Z, ÷òî

b = a · k, ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî b äåëèòñÿ íà a. Îáîçíà÷åíèå: a | b. a íàçûâàåòñÿ òàêæå
äåëèòåëåì b.
Ïðèìåð: 4 | 16, 4 6 | 15
×èñëî p íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè åãî äåëèòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ÷èñëà ±1,±p,

ò.å.:
d | p ⇒ d = ±1 èëè d = ±p

Ïðèìåð: 2, 3, 5, 7 -- ïðîñòûå ÷èñëà, 4, 6, 9 -- íåò.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè: ëþáîå ÷èñëî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðî-

ñòûõ ìíîæèòåëåé, ïðè÷åì ýòî ðàçëîæåíèå îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ìíî-
æèòåëåé:

n = pα1
1 · . . . · pαk

k , αi > 0

Ïðèìåð: 36 = 22 · 32

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ) äâóõ ÷èñåë a è b -- ýòî òàêîå ÷èñëî k,
êîòîðîå äåëèò îáà ÷èñëà a è b è äåëèòñÿ íà ëþáîå äðóãîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèò a è b.
Îáîçíà÷åíèå: ÍÎÄ(a, b) èëè ïðîñòî (a, b).
×èñëà a, b íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè (a, b) = 1
ÍÎÄ âñåãäà ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.
Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè äëÿ ÍÎÄ ïîëó÷èòñÿ èç ðàçëîæåíèé äëÿ a è b,

åñëè âçÿòü ïðîñòûå ìíîæèòåëè âõîäÿùèå â îáà ðàçëîæåíèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ
âõîæäåíèÿ.
Ïðèìåð: (12, 18) = (22 · 3, 32 · 2) = 2 · 3 = 6, (15, 14) = (3 · 5, 2 · 7) = 1
Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå (ÍÎÊ) äâóõ ÷èñåë a è b -- ýòî òàêîå ÷èñëî k, êîòîðîå

äåëèòñÿ íà îáà ÷èñëà a è b è äåëèò ëþáîå äðóãîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà a è b.
Îáîçíà÷åíèå: ÍÎÊ(a, b) èëè ïðîñòî [a, b].
Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè äëÿ ÍÎÊ ïîëó÷èòñÿ èç ðàçëîæåíèé äëÿ a è b,

åñëè âçÿòü ïðîñòûå ìíîæèòåëè âõîäÿùèå õîòÿ áû â îäíî ðàçëîæåíèå ñ ìàêñèìàëüíîé
ñòåïåíüþ âõîæäåíèÿ.
Ïðèìåð: [12, 18] = (22 · 3, 32 · 2) = 22 · 32 = 36, [15, 14] = (3 · 5, 2 · 7) = 3 · 5 · 2 · 7 = 210
Èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

a · b = (a, b) · [a, b]

Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a è b íàéäóòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ÷èñëà q è r, òàêèå ÷òî

a = b · q + r, |r| < |b|
Íàõîæäåíèå q è r îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ``äåëåíèÿ ñòîëáèêîì'' ÷èñåë.
Ïðèìåð: 19 = 3 · 6 + 1. Ïðè äåëåíèè 19 íà 3 â îñòàòêå ïîëó÷èì 1.

1.1 Àëãîðèòì Åâêëèäà íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ(a, b)
Íàéäóòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ÷èñëà qi è ri òàêèå ÷òî:

a = b · q1 + r1 (1)
b = r1 · q2 + r2

r1 = r2 · q3 + r3

. . . . . . . . .

rn−2 = rn−1 · qn + rn

rn−1 = rn · qn+1



ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê (â äàííîì ñëó÷àå rn) è åñòü ÍÎÄ.
Äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë a è b íàéäóòñÿ ÷èñëà u è v, òàêèå ÷òî a · u + b · v = (a, b). Äëÿ

èõ íàõîæäåíèÿ íóæíî âûðàçèòü r1 ÷åðåç a è b â ïåðâîé èç ôîðìóë (1), ïîäñòàâèòü
âî âòîðóþ, ïîòîì âûðàçèòü r2 ÷åðåç a è b âî âòîðîé èç ôîðìóë (1) è ïîäñòàâèòü
âûðàæåíèÿ äëÿ r1 è r2 â òðåòüþ ôîðìóëó è ò. ä., ïîêà íå ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ rn.
×èñëà u è v îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Äëÿ äðóãîé ïàðû u′, v′ èìååì a ·u′+b ·v′ = (a, b)

è, ñëåäîâàòåëüíî, (u− u′)a = (v′ − v)b = t[a, b] äëÿ íåêîòîðîãî t. Îòêóäà:

u′ = u− t[a, b]

a
= u− t · b

(a, b)

Àíîëîãè÷íîå âûðàæåíèå ìîæíî íàïèñàòü äëÿ v′. Ýòè ôîðìóëû ïîçâîëÿþò âûáðàòü
íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ äëÿ u è v.
ÍÎÄ n ÷èñåë a1, . . . , an ýòî òàêîå ÷èñëî d, êîòîðîå:

1. äåëèò âñå ÷èñëà a1, . . . , an

2. äåëèòñÿ íà ëþáîå äðóãîå ÷èñëî, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì 1

Îáîçíà÷åíèå: d = (a1, . . . , an)
Èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

(a1, . . . , an) = (. . . ((a1, a2), a3) . . . an)

ò.å. ÍÎÄ ìîæíî âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî. Ñïåðâà ÍÎÄ ïåðâûõ äâóõ ÷èñåë, ïîòîì
ÍÎÄ ýòîãî ÍÎÄ ñ òðåòüèì ÷èñëîì, è ò.ä.
Ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ÍÎÊ

2 Ïðèìåðû

2.1 Íàõîæäåíèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ÍÎÄ(a, b)
Ïóñòü

a = 116

b = 36

Íàéäåì (a, b):

116 = 36 · 3 + 8

36 = 8 · 4 + 4

8 = 4 · 2

Îòêóäà (a, b) = 4 (ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê)
Ïîëó÷èì èç ïîñëåäíåé âûêëàäêè âûðàæåíèå äëÿ ÍÎÄ:

a = 3b + 8 ⇒ a− 3b = 8

b = (a− 3b) · 4 + 4 ⇒ b− (a− 3b) · 4 = 4

Èëè:

13b− 4a = 4

Èòàê u = −4, v = 13.
Äðóãèå çíà÷åíèÿ: u = −4 + 36

4
= 5, v = 13− 116

4
= −16 (îáúÿñíèòü!)



2.2 Íàõîæäåíèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ÍÎÄ(a, b, c)
Ïóñòü

a = 116

b = 36

c = 102

Òàê êàê (a, b) = 4, òî (a, b, c) = ((a, b), c) = (4, 102)
Äàëåå:

102 = 4 · 25 + 2

4 = 2 · 2

Èòàê: (a, b, c) = 2
Èìååì:

c = 4 · 25 + 2 ⇒ c = (13b− 4a) · 25 + 2

Îòêóäà:
2 = 100a− 325b + c

Èòàê u1 = 100, u2 = −325, u3 = 1


