
1 Ìíîãî÷ëåíû (ïîëèíîìû)
Ìíîãî÷ëåí f(x) − ýòî âûðàæåíèå âèäà f(x) = a0 + a1 · x + . . . + an · xn, ãäå ai ïðîèçâîëüíûå
(âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå) êîýôôèöèåíòû, ïðè÷åì an 6= 0. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ
ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà è îáîçíà÷àåòñÿ deg f.
Ìíîãî÷ëåí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ.
Ìíîãî÷ëåíû ñêëàäûâàþòñÿ è óìíîæàþòñÿ íà ÷èñëî ïîêîìïîíåíòíî.
Ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

ck =
∑

i+j=k

ai · bj ,

ãäå ai − êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f = a0 + a1 · x + . . . + an · xn, bj − êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíà g = b0 + b1 · x + . . . + bm · xm, à ck − êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ h = f · g.
Îòêóäà âèäíî, ÷òî deg h = deg g + deg f. Ïðèìåð: c2 = a0 · b2 + a1 · b1 + a2 · b0.
Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f äåëèò ìíîãî÷ëåí h, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí g, ÷òî

h = f · g, ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî h äåëèòñÿ íà f.
Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ) äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f è g − ýòî òàêîé ìíîãî÷ëåí

d, êîòîðûé äåëèò îáà ìíîãî÷ëåíà f è g è äåëèòñÿ íà ëþáîé äðóãîé ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé
äåëèò f è g.
ÍÎÄ âñåãäà ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.
Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f è g íàéäóòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ìíîãî÷ëåíû q

è r, òàêèå ÷òî f = g · q + r è deg r < deg g. Íàõîæäåíèå q è r îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêæå êàê
<<äåëåíèå ñòîëáèêîì>> ÷èñåë â øêîëå.

1.1 Àëãîðèòì Åâêëèäà íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ(f, g)
Íàéäóòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ìíîãî÷ëåíû qi è ri òàêèå ÷òî:

f = g · q1 + r1 (1)
g = r1 · q2 + r2

r1 = r2 · q3 + r3

. . . . . . . . .

rn−2 = rn−1 · qn + rn

rn−1 = rn · qn+1

ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê (â äàííîì ñëó÷àå rn) è åñòü ÍÎÄ.
Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f è g íàéäóòñÿ ìíîãî÷ëåíû u è v, òàêèå ÷òî f ·u+g ·v =

ÍÎÄ(f, g). Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ íóæíî âûðàçèòü r1 ÷åðåç f è g â ïåðâîé èç ôîðìóë
(1), ïîäñòàâèòü âî âòîðóþ, ïîòîì âûðàçèòü r2 ÷åðåç f è g âî âòîðîé èç ôîðìóë (1)
è ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ r1 è r2 â òðåòüþ ôîðìóëó è ò. ä., ïîêà íå ïîëó÷èì
âûðàæåíèÿ äëÿ rn.

1.2 Êîðíè ìíîãî÷ëåíà
×èñëî a íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f, åñëè f(a) = 0.

a − êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f ⇔ x− a äåëèò f (òåîðåìà Áåçó)
Ãîâîðÿò, ÷òî a − êîðåíü êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà f, åñëè (x− a)k äåëèò f è (x− a)k+1

íå äåëèò f.
Ñóììà êðàòíîñòåé êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ðàâíà åãî ñòåïåíè.
Ëþáîé ìíîãî÷ëåí f = a0 + a1 · x + . . . + an · xn íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå:
f = an(x− x1)

k1 · . . . · (x− xs)
ks ,



ãäå xi − ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà, ki − èõ êðàòíîñòè. Ïðè÷åì:

k1 + . . . + ks = n

Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî z − êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
òî ÷èñëî z − òàêæå êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

1.3 Ñõåìà Ãîðíåðà
Ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f = a0 + a1 · x + . . . + an · xn ñòåïåíè n íà îäíî÷ëåí
(x− a). Âî-ïåðâûõ:

f(x) = g(x) · (x− a) + f(a)

g = b0 + b1 · x + . . . + bn−1 · xn−1 − ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1, ïðè÷åì åãî êîýôôèöèåíòû
íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

bn−1 = an (2)
bn−2 = bn−1 · a + an−1

bn−3 = bn−2 · a + an−2

. . . . . . . . .

b0 = b1 · a + a1

f(a) = b0 · a + a0

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî çàïèñûâàþò â òàáëèöó, ãäå ñëåâà âî
âòîðîé ñòðîêå ïèøåòñÿ a, ïåðâàÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f, à
âòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîñòàâëÿåòñÿ èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà g:

an an−1 . . . a1 a0

a bn−1 bn−2 . . . b0 f(a)

1.4 Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà
Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí f, deg f ≤ n, ïðèíèìàþùèé â äàííûõ n + 1 òî÷êàõ
x0; . . . ; xn, xi 6= xj ïðè i 6= j äàííûå n + 1 çíà÷åíèå a0; . . . ; an, ò.å. f(xi) = ai äëÿ âñåõ i.
Ýòîò ìíîãî÷ëåí çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

f(x) =
n∑

i=0

ai ·
(x− x0) · . . . · (x− xi−1) · (x− xi+1) · . . . · (x− xn)

(xi − x0) · . . . · (xi − xi−1) · (xi − xi+1) · . . . · (xi − xn)

è íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà.

1.5 Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè
Ïóñòü èìååòñÿ äðîáü f

g
, ãäå f è g ïðîèçâîëüíûå ìíîãî÷ëåíû, ïðåäñòàâèâ f â âèäå

f = g · q + r, ìû ìîæåì âûäåëèòü öåëóþ ÷àñòü:

f

g
= q +

r

g
,

ãäå r
g
− ïðàâèëüíàÿ äðîáü (ò.å. deg r < deg g).

Ïóñòü òåïåðü g = an(x − x1)
k1 · . . . · (x − xs)

ks, ãäå x1, . . . , xs − ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå
êîðíè ìíîãî÷ëåíà g, òîãäà äðîáü r

g
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

r

g
=

A11

x− x1

+ . . . +
A1k1

(x− x1)k1
+ . . . +

As1

x− xs

+ . . . +
Asks

(x− xs)ks
(3)



Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âåùåñòâåííîå ðàçëîæåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùåñòâåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, íóæíî â ðàçëîæåíèè g = an(x− x1)

k1 · . . . · (x− xs)
ks ïåðåìíîæèòü

ñêîáêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîïðÿæåííûì êîðíÿì, à â ôîðìóëå (3) çàìåíèòü ñëàãàåìûå,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðå ñîïðÿæåííûõ êîðíåé íà ñëàãàåìûå âèäà:

Ax + B

(x2 + px + q)k

Íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû Aij â ôîðìóëå (3) íàõîäÿòñÿ ïðèâåäåíèåì ê îáùå-
ìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíèâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ â ÷èñëèòåëÿõ.

2 Ïðèìåðû

2.1 Íàéòè çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà

f = 4x5 − 10x4 + 20x3 − 41x2 + x− 5

â òî÷êå x0 = 2
a5

↓
a4

↓
a3

↓
a2

↓
a1

↓
a0

↓
a
↓ 4 −10 20 −41 1 −5

2
↑
b4

↑
b3

↑
b2

↑
b1

↑
b0

↑
f(a)

bn−1 = an

4 −10 20 −41 1 −5
2 4

bn−2 = bn−1 · a + an−1

4 −10 20 −41 1 −5
2 4 −2

2 · (−2) + 20 = 16

4 −10 20 −41 1 −5
2 4 −2 16

2 · 16− 41 = −9

4 −10 20 −41 1 −5
2 4 −2 16 −9

2 · (−9) + 1 = −17

4 −10 20 −41 1 −5
2 4 −2 16 −9 −17

2 · (−17)− 5 = −39

4 −10 20 −41 1 −5
2 4 −2 16 −9 −17 −39

Èìååì:

g(x) = 4x4 − 2x3 + 16x2 − 9x− 17

f(x) = g(x) · (x− 2)− 39

f(x) = (4x4 − 2x3 + 16x2 − 9x− 17) · (x− 2)− 39

f(2) = −39

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå: f(2) = 4 · 32− 10 · 16 + 20 · 8− 41 · 4 + 2− 5 = −39



2.2 Íàõîæäåíèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ÍÎÄ(f, g)
Ïóñòü

f = 2 + 2x + x2 + x3

g = −1 + x2

Íàéäåì ÍÎÄ(f, g):

2 + 2x + x2 + x3 = (−1 + x2)(1 + x) + (3 + 3x)

−1 + x2 = (3 + 3x) · (−1

3
+

1

3
x)

Îòêóäà ÍÎÄ(f, g) = 3 + 3x, ïðîùå âçÿòü ÍÎÄ(f, g) = 1 + x
Ïîëó÷èì èç ïîñëåäíåé âûêëàäêè âûðàæåíèå äëÿ ÍÎÄ:

f − (1 + x)g = 3 + 3x

Èëè:

1

3
f − (

1

3
+

1

3
x)g = 1 + x

Èòàê u = 1
3
, v = −1

3
− 1

3
x

2.3 Íàõîæäåíèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ÍÎÄ(f, g)
Ïóñòü

f = −2− 4x− x2 + 2x3 + x4

g = −2− 2x− x2 + x3 + x4

Àëãîðèòì Åâêëèäà:

f = g · 1 + (−2x + x3)

g = (−2x + x3) · (1 + x) + (−2 + x2)

−2x + x3 = (−2 + x2) · x + 0

ÍÎÄ(f, g) = −2 + x2 (ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê)
Ïîñëåäîâàòåëüíî âûðàæàåì îñòàòêè ÷åðåç f è g:

−2x + x3 = f − g

g = (f − g) · (1 + x) + (−2 + x2) ⇒
−2 + x2 = (2 + x) · g − (1 + x) · f



2.4 Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f = −3 + x− 2x2 + x4 ïî ñòåïåíÿì x− 1

Ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿåì ñõåìó Ãîðíåðà, âûäåëåííûå ÷èñëà è åñòü êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ:

1 0 −2 1 −3
1 1 1 −1 0 −3
1 1 2 1 1 ×
1 1 3 4 × ×
1 1 4 × × ×
1 1 × × × ×

f = −3 + (x− 1) + 4(x− 1)2 + 4(x− 1)3 + (x− 1)4

2.5 Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà
Íàéòè ïàðàáîëó f(x) ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè (−2;−3), (0; 4), (1; 2)
Èìååì f(−2) = −3, f(0) = 4, f(1) = 2, èëè:

x0 = −2, x1 = 0, x2 = 1

a0 = −3, a1 = 4, a2 = 2

Ñîòëàñíî ôîðìóëå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà:

f(x) = a0 ·
(x− x1) · (x− x2)

(x0 − x1) · (x0 − x2)
+ a1 ·

(x− x0) · (x− x2)

(x1 − x0) · (x1 − x2)
+ a2 ·

(x− x0) · (x− x1)

(x2 − x0) · (x2 − x1)
=

= (−3) · (x− 0) · (x− 1)

(−2− 0) · (−2− 1)
+ 4 · (x− (−2)) · (x− 1)

(0− (−2)) · (0− 1)
+ 2 · (x− (−2)) · (x− 0)

(1− (−2)) · (1− 0)
=

= −11

6
x2 − 1

6
x + 4

Ïðîâåðèì:

f(−2) = −11

6
· (−2)2 − 1

6
· (−2) + 4 = −3

f(0) = −11

6
· 02 − 1

6
· 0 + 4 = 4

f(1) = −11

6
· 12 − 1

6
· 1 + 4 = 2

2.6 Ðàçëîæèòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè x2+4
x3−3x+2

Âî-ïåðâûõ: x3 − 3x + 2 = (x− 1)2 · (x + 2)
Äàëåå:

x2 + 4

x3 − 3x + 2
=

A

x + 2
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëè, ïîëó÷èì:

A(x− 1)2 + B(x− 1)(x + 2) + C(x + 2) = x2 + 4

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû:

(A + B)x2 + (−2A + B + C)x + (A− 2B + 2C) = x2 + 4

Ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû:
A + B = 1

−2A + B + C = 0
A− 2B + 2C = 4



Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷èì: A = 8
9
, B = 1

9
, C = 5

3
Èòàê:

x2 + 4

x3 − 3x + 2
=

8

9(x + 2)
+

1

9(x− 1)
+

5

3(x− 1)2

Âûïîëíèâ ïðèâåäåíèå ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
ïîñëåäíåé ôîðìóëû.

Ôàäååâ, Ñîìèíñêèé <<Ñáîðíèê çàäà÷ ïî âûñøåé àëãåáðå>>, Ãëàâà V, ``Àëãåáðà
ïîëèíîìîâ''


