
1 Ïîäïðîñòðàíñòâà

1.1 Îïðåäåëåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà
Ïîäìíîæåñòâî L0 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè îíî
ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé â L.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî L0 áûëî ïîäïðîñòðàíñòâîì, íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ a, b ∈ L0 è ëþáîãî α ∈ F (F − îñíîâíîå ïîëå)
ýëåìåíòû a + b è α · a ïðèíàäëåæàëè áû L0.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî L0 áûëî ïîäïðîñòðàíñòâîì, íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ a, b ∈ L0 è ëþáûõ α, β ∈ F (F − îñíîâíîå ïîëå)
ýëåìåíò α · a + β · b ïðèíàäëåæàë áû L0.
Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü:
L0 ⊂ L − ïîäïðîñòðàíñòâî ⇐⇒

def
∀a, b ∈ L0, ∀α, β ∈ F : α · a + β · b ∈ L0

1.2 Ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ
• Ïîäïðîñòðàíñòâà â R3 :

1. L0 = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 | x3 = 0}, dim L0 = 2 − ïî÷åìó?
2. L0 = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 = x2}, dim L0 = 2 − ïî÷åìó?
3. Ëþáàÿ ïëîñêîñòü èëè ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò

• Ïîäìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè:

1. Ïàðà êîîðäèíàòíûõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

2. Åäèíè÷íûé êðóã íà ïëîñêîñòè

3. Ëó÷ íà ïëîñêîñòè

4. Ëþáàÿ ïëîñêîñòü èëè ïðÿìàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò

5. Ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè

1.3 Ñìåæíûå êëàññû
Ñìåæíûì êëàññîì ïî ïîäïðîñòðàíñòâó L0 ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî â
L, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ âèäà x+x0, ãäå x ∈ L − íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò
èç L, à x0 ∈ L0 − ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç L0. Ñìåæíûé êëàññ îáîçíà÷àåòñÿ x + L0 èëè
[x]L0 èëè xL0, èíîãäà L0 â èíäåêñå îïóñêàåòñÿ.
Ñìåæíûå êëàññû òàêæå íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.
Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü îïðåäåëåíèÿ:

x + L0 = {y ∈ L | ∃x0 ∈ L0 : y = x + x0}

Äâà ñìåæíûõ êëàññà ïî ïîäïðîñòðàíñòâó ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.
Ëþáîé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ñìåæíîìó êëàññó ïî äàííîìó ïîäïðî-

ñòðàíñòâó.
Ïðèìåðû ñìåæíûõ êëàññîâ:

1. Ïóñòü L = R2 è L0 − êîîðäèíàòíàÿ ïðÿìàÿ y = 0 (îñü àáñöèññ), òîãäà ïðÿìàÿ y = 1
åñòü ñìåæíûé êëàññ 1 + L0

2. Âîîáùå, ëþáàÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (0, 0) ÿâëÿåò-
ñÿ ñìåæíûì êëàññîì ïî ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (0, 0),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â R2



1.4 Ëèíåéíûå îáîëî÷êè
Ïóñòü S ⊂ L − ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L. Äàäèì íåñêîëüêî ýêâèâàëåíò-
íûõ îïðåäåëåíèé ëèíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà S.
Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà < S > ìíîæåñòâà S − ýòî ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â L

ñîäåðæàùåå S.
Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà < S > ìíîæåñòâà S − ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåæ ïîäïðîñòðàíñòâ â L

ñîäåðæàùèõ S.
Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà < S > ìíîæåñòâà S − ýòî ìíîæåñòâî âèäà:

< S > = {y = α1x1 + . . . + αkxk | αi ∈ F, xi ∈ S}

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà − ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî âñåâîçìîæíûõ ëè-
íåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç S.
Åñëè S = {x1; . . . ; xp} òî äëÿ < S > âìåñòî < {x1; . . . ; xp} > ïèøåì < x1; . . . ; xp >


